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RESUMO - Neste estudo, foi desenvolvido um modelo matematico aplicado as equacgdes
completas de Streeter-Phelps utilizando a Teoria dos numeros Fuzzy, a fim de analisar o
comportamento das variaveis de controle DBO, OD e déficit de OD, em um curso d'agua que recebe
agentes poluentes de fontes pontuais de langamento. De acordo com os resultados, observou-se que
a quantidade de carga lancada tem influéncia no tempo de diluicdo desta massa no sistema, de forma
que, para maiores valores de lancamento, o tempo de diluicdo é menor, favorecendo 0s processos de
decaimento e formagéo da camada bentonica. O modelo, desenvolvido como proposta de facilitar a
tomada de decisdo no controle de lancamento de efluentes em rios, mostrou-se uma alternativa
viavel e de valor pratico de andlise, ja que os objetivos foram alcangados.

ABSTRACT- In this study, a mathematical model, applied to the full Streeter-Phelps equations,
using the Fuzzy Set Theory, in order to analyze the behavior of the control variables concern with
the Streeter Phelps model, in a stream receiving pollutants concentrations from point sources
release, was developed. According to the results, it was observed that the amount of charge released
influences the time of the pollutant mass dilution in the system, so that for higher release values, the
dilution time is lower favoring the decay processes and the benthic layer formation. The model
developed as a proposal to facilitate the decision making in the effluent discharge control into rivers
proved to be a viable and practical analytical alternative, since the goals were achieved.
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1. CONSIDERACOES INICIAIS

Estudos que versam sobre a mecénica de rios e qualidade de agua vém inserindo a modelagem
matematica como ferramenta facilitadora de tomada de decisdo. Os modelos matematicos séo
capazes de englobar diferentes processos fisicos, quimicos e biolégicos envolvidos no sistema de
forma préatica, mesmo que estes processos sejam complexos e de dificil resolucdo matematica. Estes
modelos, por sua vez, partem fundamentalmente da Teoria de Transporte de Massas, onde séo

estabelecidas as famosas equacdes de Streeter-Phelps.

Pelas equacdes de Streeter-Phelps, pode-se calcular a concentragdo de DBO (Demanda
Bioquimica de Oxigénio), o déficit de OD (Oxigénio Dissolvido), e a concentracdo de OD presente
na dgua. Uma vez definidas estas variaveis de controle, é possivel entender os principais processos
que permeiam um sistema hidrico, bem como fazer a analise dos parametros fisicos, quimicos e

bioldgicos envolvidos nas equacdes.

Entretanto, cada parametro necessita de grandes séries de dados monitorados, para que o
modelo seja calibrado de maneira eficiente. Na tentativa de solucionar estes entraves, a proposta da
Teoria Fuzzy se torna cada vez mais atraente, ja que a légica fuzzy facilita a analise dos resultados

sem que haja a necessidade de significativos bancos de dados.

Maksimovic e Makropoulos (2002), por exemplo, propuseram um sistema integrado de
modelagem que considera um sistema hidroldgico distribuido, a poluicdo em modelos de simulacéo
de transporte, indicadores de salde, Teoria Fuzzy, e SIG para a analise de efeitos da poluicdo difusa
no Mar Negro; Huang e Chang (2003) mostraram que existem interagdes dinamicas entre cargas de
poluentes de um corpo hidrico, associado a uma variedade de incertezas; Mujumdar e Subba (2004)
desenvolveram um modelo de carga difusa; Lee e Chang (2005) empregaram uma abordagem
interativa fuzzy para desenvolver um plano de gestdo de qualidade de agua em uma bacia
hidrogréafica; estas e outras pesquisas tem avangado o estudo dos recursos hidricos, ja que pesquisas

nesta area do conhecimento cientifico ainda séo muito recentes.
1.1 Teoria Fuzzy

Por ser um método que facilita a anélise de incertezas, e ainda por ser apropriada em situagdes
em que ndo se pode utilizar fungdes de probabilidade, a Teoria dos Conjuntos Fuzzy vem se

tornando uma alternativa atraente (QIN et. al, 2007).
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O conceito principal da teoria dos nimeros Fuzzy se baseia na existéncia de uma funcgéo de
pertinéncia que representa, numericamente, o grau pelo qual determinado elemento pertence a um
conjunto (GANOULIS et. al, 1991).

Tem-se por conjunto fuzzy o conjunto de pares ordenados, cujo primeiro elemento é *,

estando inserido no conjunto universo % (conjunto base), e o0 segundo é a funcdo de pertinéncia 4,

dada pela Equagdo 1. A representacdo matematica do conjunto fuzzy é definida pela Equagéo 2,

sendo #2(%) g representacdo do grau com que * € 4,

Ba.x — [01] 1)
A= {[:x,gfi(x])x EX;puz(x) € [El,l]]- )

Existem diferentes tipos de fungbes de pertinéncia parametrizadas, dentre ela, as mais
utilizadas sdo as triangulares, Equacdo 3, e as trapezoidais. Neste estudo, optou-se por utilizar a

funcgéo de pertinéncia do tipo triangular.

Funcéo Triangular:

trimf (x,a,b,c) = max(min {x —a E) . D}

b—a'c—b 3)

2. METODOLOGIA

Este estudo trata da aplicacdo da Teoria Fuzzy nas equacdes de Streeter-Phelps para avaliar o
comportamento da DBO, déficit de OD, e OD em rios que recebem fontes pontuais de langcamento.
Para atingir estes objetivos, foi desenvolvido um modelo matematico, fundamentado a partir das
equacOes de Streeter-Phelps, transformadas as equacdes do modelo para a sua forma fuzzy, e
desenvolvido um programa computacional que permite a realizacdo de simulacfes sob diferentes

cenarios de lancamentos de efluentes.
2.1 Formulacao do modelo de Streeter-Phelps para fontes pontuais

As equacOes de Streeter-Phelps consideram os principais fendmenos da mecanica dos rios,
que engloba os processos de autodepuragdo e balanco de OD, reacOes cinéticas das substancias
poluentes, e considera o sistema em seu estado estacionario, ou permanente, 0 que permite
estabelecer as equagbes de DBO, OD e Déficit de OD, ao longo das sec¢des longitudinais

(THOMANN, 1989). Estas equac0es sdo dadas, matematicamente, da seguinte maneira:
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Demanda Bioquimica de Oxigénio (DBO):
A Equacdo 4 representa a DBO para uma carga pontual langada no rio.

dL kL
de 7 (4)

k, é a constante de remogéo da DBO no rio [TY]. Deve-se lembrar que k, = k, + k., sendo:

k5 o coeficiente de decaimento [T]; e k. o coeficiente de sedimentacéo [T™].
Déficit de Oxigénio Dissolvido (Déficit de OD):

A Equacdo 5 representa o déficit de OD para uma carga pontual langada no rio.

D kDkL
d  ° & Q)

D é o déficit de oxigénio [ML?] e k, é o coeficiente de aeragdo [T™];

O calculo do oxigénio dissolvido é dado pela diferenca entre o0 oxigénio saturado presente no
rio e o déficit de oxigénio. Assim sendo, tem-se a seguinte configuracdo matematica para o oxigénio

dissolvido, Equacéo 6.

Oxigénio dissolvido (OD):

c
— = ~kal +ko(C,— O) ©)

C representa a concentracdo de oxigénio [ML?] e C. representa a concentracdo de oxigénio
saturado [ML73].

A concentracdo de saturacdo do Oxigénio Dissolvido (C.) é calculada a partir da seguinte

expressdo matematica, Equacdo 7, Thomann (1989):
C. = exp(z) (7
Para z igual a, Equacéo 8:

139,34411 1,575701 -10°  6,642308 - 107 1,2432.10*" 3,621040.10%
H e A (8)

Em que T é a temperatura, em [°K].
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2.2 Solucéo do modelo de Streeter-Phelps para fontes pontuais
As solucdes “analiticas” do modelo sdo dadas por Thomann (1989), sendo elas:

Demanda Bioquimica de Oxigénio (DBO):

x

L=Lye 7 9)

Lr-Cr + Gy

L, ¢é dado por v sendo, @, a vazdo do rio [L3T]; C, a concentracio de DBO no rio

T W

[ML3]; Q.. a vazdo do efluente [L3T™]; e C,.. a concentracdo de DBO do efluente [ML™].
Déficit de Oxigénio Dissolvido (Déficit de OD):

&
kﬂ.ﬁ

D= (7T —eeT) + Dye” (10)

Oxigénio dissolvido (OD):

As concentracdes de oxigénio dissolvido sdo encontradas subtraindo-se todo o oXxigénio
presente na agua, chamado de oxigénio saturado, pelo déficit de oxigénio calculado a partir da

Equacdo 10. Matematicamente, fica sendo, Equacédo 11:
C=C,—D (11)
2.3 Fuzzificacdo do modelo de Streeter-Phelps para fontes pontuais

Para que um dado quantitativo se transforme em um conjunto fuzzy, é necessario que seja
delimitado um intervalo fechado, com limites inferiores e superiores conhecidos. No caso do
modelo de qualidade de agua, cada parametro do modelo devera ser transformado em uma funcéo
de pertinéncia, com intervalos de confianca bem definidos, para que o modelo tenha caracteristicas
fuzzy. Sendo assim, para cada variavel de controle, as equacGes do modelo sdo representadas na sua

forma fuzzy como:

Demanda Bioquimica de Oxigénio (DBO):

=0, "7 (12)
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Déficit de Oxigénio Dissolvido (Déficit de OD):

_ kaly [ olmE LR\ gE
B =#.(e P — e ’Eﬁ'ﬂ)+ Dye "D
k, —k, (13)

Oxigénio dissolvido (OD):

——

0D=C,—D (14)
2.4 Composicao das funcdes de pertinéncia

Nesta pesquisa, optou-se por utilizar a distribuicdo fuzzy triangular, onde foram estimados os
valores minimo, médio e maximo de cada parametro “fuzzificado”, conforme o fator de variancia
estabelecido em outras literaturas. Cada fungdo de pertinéncia € calculada de maneira que seus
extremos, valores minimo, médio e maximo, sejam estabelecidos de forma arbitraria, ou
obedecendo a alguma logica de desvio padrdo. Neste estudo, foram utilizados valores de desvio
padrdo de 25% em que, definido o valor médio do numero de base, os extremos sdo calculados.
Assim, para o valor minimo, o célculo é de 0,75 do valor médio estabelecido, e o valor maximo é de

1,25. Exemplificando, tem-se a funcao de pertinéncia correspondente ao coeficiente de decaimento.

Tabela 2 — FuncGes de pertinéncia correspondentes a parametro de coeficiente de decaimento.

W, = ﬂ parak, =k.,<k
kl:l'. kdm _ kdI ] E"l.[ — d — I'.'n.'m (15)
ke~ Ka, k, =<k,<k
u, =————= para = < kg
@ kg, ke, G AT (16)

2.5 Programa Computacional

Um programa computacional foi desenvolvido no intuito de encontrar as respostas do modelo
matematico desenvolvido em linguagem FORTRAN. O programa permite a avaliacdo das variaveis
de controle, na forma de funcéo de pertinéncia, atraves da metodologia fuzzy. Foram estabelecidas

subrotinas com fungdes bem definidas:

e Leitura dos dados de entrada: desenvolvida para se fazer a leitura de todos os dados
referentes aos pardmetros do modelo, bem como os dados inseridos no célculo das condicdes
iniciais e de contorno.

e Fuzzificagdo do modelo: responsavel pela “fuzzificacdo” dos pardmetros do modelo,

transformando dados numéricos em distribuigdes fuzzy.
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e Impressdo dos resultados: responsavel por imprimir os resultados do modelo tais como as
concentragdes de DBO e de OD ao longo do curso do rio, em funcdo do tempo, o déficit de

oxigénio ao longo do tempo.
2.6 Dados para as simulac6es

O cenario trata da analise da concentracdo de DBO, déficit de OD e concentracdo de OD para
diferentes tipos de lancamento na secdo de origem de um rio qualquer. Os dados do rio foram
arbitrarios, uma vez que o propdsito € a analise da adicdo de diferentes fontes pontuais de
lancamento. Sendo assim, para este caso, a carga de DBO do efluente de uma fonte pontual variou
em 100, 300 e 500 mg/L.

Nestas simulagOes, foram consideradas ainda uma fonte difusa, proveniente do efeito do
sedimento, de [0,7; 0,9; 1,1] mg/L e uma fonte difusa, correspondente de entradas laterais, de [1,5;
2,00; 2,5] mg/L, nas suas formas fuzzy, cujos valores médios tem o maior grau de pertinéncia. Os

dados da simulacdo podem ser observados na Tabela 5.

Tabela 5 — Dados dos pardmetros utilizados na simulagdo do cenério.

Pardmetros un.
Vazao média do efluente (fonte pontual) 40.000,00 | m3d*
Concentracdo de OD do efluente (fonte pontual) 1,00 | mg/L
Largura média do rio 20,00 | m
Vazdo média do rio 400.000,00 | m3.d?
Profundidade média do rio 3,00 | m
Comprimento do rio 50.000,00 | m
Concentracdo de DBO no rio 2,00 | mg/L
Concentracdo de OD no rio 7,50 | mg/L
Temperatura média do rio 27 | °C
Coeficiente de reaeracdo [1,60; 2,10; 2,60] | d*
Coeficiente de decaimento da DBO com a interferéncia do rio [0,67;0,89; 1,11] | d*
Coeficiente de decaimento da DBO sem a interferéncia do rio [0,45; 0,60; 0,75] | d*
Limites de DBO permitidas (legislacdo) [4;5; 7] | mg/L

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

Na primeira simulacéo, ilustrada pela Figura 1, verifica-se 0 comportamento da concentracdo
de DBO para diferentes lancamentos na secéo de origem do rio. Deve ficar claro que, para todos 0s

gréaficos de concentragdo apresentados, foram considerados os valores com grau de pertinéncia 1.
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Carga de DBO no rio
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Figura 1 — Comportamento da DBO lancada na se¢do de origem do rio.

Na Figura 1, é possivel ver que quanto maior for a carga de DBO lan¢ada no rio (CW), maior
sera a distancia para que este lancamento se dissipe. Pode-se verificar, portanto, a coeréncia dos

resultados gerados pelo programa, uma vez que quanto maior for a massa distribuida, maior o

tempo de diluicdo desta massa no fluido.

O mesmo ocorre ao analisar o déficit de OD, Figura 2. Nesta figura, pode-se ver o aumento do
déficit de oxigénio dissolvido no inicio do langamento, chegando a valores maximos préoximo da
secdo a 10 km da se¢do de origem do rio. Conforme a carga de DBO vai se dissipando, os valores
de déficit voltam a ser os mesmos que agueles antes do lancamento. Em outras palavras, ocorre a

diluicdo da nuvem poluente ao longo do rio, de maneira que a distribuicdo da concentracdo de DBO

atinja a uniformidade.

Déficit de OD no rio
4,50
4,00 o
—_ 3,50
-.‘_...;,_n 3,00 / \‘\_
g 250/ \‘\
= 200 ~
8 150
1,00 [f —— -
0,50
0,00 x (km)
0,0 10,0 20,0 30,0 40,0 50,0
——CW =100 mg/L CW =300 mg/L ——CW =500 mg/L

Figura 2 — Comportamento do déficit de OD apds o langamento da carga de DBO.

O déficit de OD pode ser visualizado na sua forma fuzzy, Figura 3, cujos valores com grau de

pertinéncia zero sao aqueles com menor possibilidade de ocorréncia, enquanto que aqueles

proximos ao grau de pertinéncia 1 tém maior possibilidade de ocorréncia.
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Déficit de OD a 30 km da secio inicial do rio

120

g o /\ _—\\
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g o =

9 00 / / \ D (mg/L)
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00
——CW =100 mg/L CW =300 mg/L ——CW =500 mg/L

Figura 3 — Déficit de OD ap6s o lancamento da carga de DBO, na sua forma fuzzy, a 30 km da se¢édo

de origem do rio.

A andlise seguinte, Figura 4, estuda o comportamento da concentracdo de OD do rio, para
diferentes lancamentos na secdo de origem. Considerando que as concentracdes de oxigénio
dissolvido sdo calculadas a partir da diferenca entre o oxigénio saturado e o déficit de OD, o grafico
gerado representa exatamente o oposto do que ocorre com o déficit. Sendo assim, os valores de
concentragdo de OD s&o menores na se¢do a 10 km da secéo de origem do rio. Esta se¢édo tem uma
especial relevancia para as analises de OD por se tratar do ponto critico da curva de OD, onde
ocorre 0 inicio da recuperacdo, ou autodepuracdo, do rio. A partir deste ponto, o balanco de

oxigénio passa a ser positivo.

Concentracio de OD no rio
8,00
7,50
700 N —
= 650
?IJ 6,00 & //.—-""_
£ 550 e
= 500
8 4% \\ ____//
4,00
ggg x (km)
0,0 10,0 20,0 20,0 40,0 50,0
——CW =100 mg/L CW = 300 mg/L ——CW =500 mg/L

Figura 4 — Comportamento da concentracdo de OD ap0s o langamento da carga de DBO.

Pode-se ver também, na Figura 4, que quanto maior for a carga de DBO langada no rio, menor
sera a concentracdo de oxigénio dissolvido. Ou seja, quanto maior a nuvem de poluentes, maior sera
0 consumo de oxigénio dissolvido, ou déficit de oxigénio dissolvido, e menor as concentragdes de
oxigénio presentes na agua. Estes resultados estdo em conformidade com o que acontece na
mecanica dos rios, o que demostra a coeréncia nos resultados esperados e, consequentemente, a

eficacia do programa desenvolvido.
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4, CONCLUSOES

Os resultados gerados a partir da aplicagdo do modelo de Streeter-Phelps, para o langamento
de fontes pontuais poluidoras, possibilitaram estabelecer algumas conclusdes: Observou-se que esta
teoria é eficiente em estudos onde se tem dificuldade de determinar os valores dos pardmetros
envolvidos no sistema; os dados do modelo, utilizando esta teoria, s&o inseridos em forma de
nuvem, valores nebulosos, em se tem valores mais provaveis e menos provaveis de ocorréncia e, por
este motivo, utilizar esta l6gica matematica ¢ de grande valor cientifico e, pelos resultados
apresentados, viu-se que é possivel serem feitas estas simulagdes. Em relacdo a analise do cenario
de estudo, verificou-se que a quantidade de carga langada tem influéncia no tempo de dilui¢do desta
massa no sistema. Assim, para valores maiores de lancamento, menor serd o tempo de dilui¢do desta
carga no sistema, favorecendo os processos de decaimento e a posterior formacdo da camada

bentonica.
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